Champ électrique créé par une plaque chargée finie

On souhaite calculer le champ électrique généré par une plaque chargée de taille finie ayant une
densité surfacique de charge 0. La géométrie du probleme est la suivante :
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D’apres la loi de Coulomb, I’expression du champ électrique est :
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On commence par calculer la composante E, :
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L’intégration suivant x se fait simplement :

Ex(x,y,2) = 9 fb -1 ” do
I ey Joes ((x = u)? + (y — 0)2 + 22)

u=-—a

o f" [ 1 1 }
= 1 1 do
4reo Jomb [ ((x+ a2 + (- 02 +22) 7 (x—a)? + (y—0)2 +22)"

La dérivée de la fonction argsh(x) est \/12_+1, ce qui indique comme intégrer. On introduit c; =
X

VixtaZ+z2etp = yc—_j, qg= % et on obtient le résultat pour E,. Il n’y a pas de signe moins car on
échange les limites et c,dp = —du,c_dq = —dv.
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De méme, E, :
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Le calcul de E, est différent :
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On commence avec X = x —u et Y = y — v. Comme précédement, il n'y a pas de signe moins car on
inverse les limites et dX = —du,dY = —dv.
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Ensuite on introduit 6 tel que Y = VX2 +z2tan6. OnadY = VX2 +22-9%- et 1+ tan? 6 = . On
obtient :
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Comme arctanyy = arcsin( \/i?), on obtient :
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On introduit 0 et ¢ tels que X = /(v + b)? + 22 tan 0, et ainsi dX (y +b)? + 2299 dans le premler
terme et X = +/(y—b)? +z2tan@, donc dX = +/(y—-b)* + 22

obtient :
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Apres réécriture et simplification, on a :
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Comme ((y + b)” +z°) tan” 0 + z° = ~zg - onpeut le réécrire :

£ ) oz farctan(“"/\/(y+b)2+z2) (y + b) cos 6d6
X, V,z) =
2%y 4710 | Jarctan(x-o o) (v + b)?sin? 0 + 22
arctan (9 Viy522) (1)  b) cos pdep
B ‘farctan(«"”/ﬂ/(y—b)2+zz) (y — b)z Sinz (P + ZZ
On introduit :
+ b)sin 6 +b
U= w du = yz cos 06
— b)si -b
V= w, dVv = chosgodgo

Les limites d’intégration sont alors définies comme :
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Si on insere ce résultat dans 1’expression de E, on obtient :
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En résumé :
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